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Mecénica Celeste. Examen VII

Ejercicio 1 (4 puntos). Sea z : (,w) — R*\ {0} una solucién de la ecuacién

—
[

Determina de forma razonada si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) Si z(0) = (1,0,1) y #(0) = (3,0,0), z(t) estd definida para todo t € Ry
pertenece al plano {xs = 0} para todo t € R.

b) Siz(0) = (1,0,1) y #(0) = (3,0,0), la 6rbita x(t) esta acotada.

c) Siz(0)=(1,0,1) y #(0) = (3,0,0), el area que barre el segmento que une x(t)
con el origen varfa a velocidad v/2/2.

d) Siz(0) =(1,0,1)y2(0) = (—3,0,—3), la érbita recorre la semi-recta {((1,0,1)s :
s> 0)}, w es finito y z(t) se aproxima al origen cuando t — w.

Ejercicio 2 (3 puntos). Desde un observatorio astronémico se esté controlando un
meteorito que se aproxima a Marte siguiendo la érbita

2+y+r=k

en un sistema de referencia sobre el plano del movimiento con origen en el centro de
masas de Marte y unidades en miles de kilémetros. El meteorito se encuentra atin
muy lejos y no se puede precisar con exactitud el valor de k£ > 0. Se pide:

a) Determinar el tipo de érbita que describe y la energia total del movimiento.

b) Calcular la distancia minima del meteorito a Marte y su velocidad en el punto
de minima distancia en términos del valor de k.

c) Si se supone que el radio de Marte es aproximadamente de 3,5 unidades,
;tienen los marcianos que empezar a preparar las maletas??

Ejercicio 3 (3 puntos). Un satélite describe una érbita circular en sentido anti-
horario a altura 1 alrededor de un planeta de masa 1/G y radio 3.

a) Determina el médulo de la velocidad a la que orbita en cada instante y el
tiempo que tarda el satélite en dar una vuelta completa a su oérbita.

b) En el instante en que el satélite pasa por la vertical del polo norte del planeta se
aumenta su velocidad en un 20 % manteniendo la misma direccién. Determina
cé/mo se modifica su orbita.

Hos resultados se pueden dejar en términos de u también.
2Nos preguntan si se va a chocar el meteorito con el planeta.
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Ejercicio 1 (4 puntos). Sea z : (,w) — R*\ {0} una solucién de la ecuacién

—
[

Determina de forma razonada si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) Si z(0) = (1,0,1) y #(0) = (3,0,0), z(t) estd definida para todo t € Ry
pertenece al plano {xs = 0} para todo t € R.

Dado que estamos en un c.f.c. (campo de fuerzas centrales), sabemos que el
momento angular serd constante. Podemos obtener

1 01
c(0)=z(0)A2(0)=1|3 0 0[=(0,-3,0) = |c| #0.
ik

Por la Primera Ley de Kepler, como estamos en un campo newtoniano, el
movimiento estard contenido en una de las tres siguientes conicas; elipse,
parabola o hipérbola, y el intervalo de definicién maximal del movimiento
serd (a,w) = R. También sabemos por la clasificacién de movimientos segin
el moédulo del momento angular, que z(t) € I Vt € R, con IT = {c}*, es
decir, el plano que tiene vector normal ¢, y pasa por el origen. Dicho plano
verifica la ecuacién

—30

(re2)20.-30) 4 g0,

Aﬂfl +B.’IJ2+C$3 =0

por lo tanto, la afirmacion es | verdadera.

b) Si z(0) = (1,0,1) y #(0) = (3,0,0), la 6rbita x(t) esta acotada.

Por el apartado anterior sabemos que |¢| # 0, y nuevamente la 6rbita x(t)
quedara contenida en una elipse, parabola o hipérbola. La tnica manera de
que la 6rbita esté acotada es que h < 0. De lo contrario, la conica seria una
parabola o hipérbola, ambas con trayectorias abiertas, y, por tanto, no estan
acotadas. Obtenemos entonces la energia total

h= k() -

[\]

y como la trayectoria no es eliptica (de hecho es hiperbdlica), no estara aco-

tada, y la afirmacién es
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c) Siz(0)=(1,0,1) y (0) = (3,0,0), el drea que barre el segmento que une z(t)
con el origen varia a velocidad V2 /2.

Sabemos, por la Segunda Ley de Kepler, que la velocidad areolar tiene por
férmula
Vareolar = M
2
asi como que por el primer apartado ¢ = (0, —3,0) = |¢| = 3, y sustituyendo
Vemos que

ORI
[
[\

”

Vareolar —

luego la afirmacién es | falsa.

d) Siz(0) =(1,0,1)y #(0) = (—3,0,—3), la 6rbita recorre la semi-recta {((1,0,1)s :
s> 0)}, w es finito y z(t) se aproxima al origen cuando t — w.

Primero, vemos que #(0) = —3z(0), es decir, ambos vectores son paralelos,
—_—

luego z(0),%(0) = 0, y |¢| = 0. Por la teorfa de clasificacién de movimientos
segun el modulo del momento angular, sabemos que el movimiento es rectili-
neo, y z(t) = r(t)v, con v = z(t)/|z(t)|, |v] = 1, y z(t) € R, v, es decir, el
movimiento se da a lo largo de la semirrecta con extremo inferior en el origen,
y la direccion y sentido de v. Como
. x(t) _ z(0) _ (1,0,1) 1 (1,0,1)
[z(8)]  [x(0)] V2

la primera parte del enunciado es cierta. Ahora, hay dos opciones para que el
resto sea cierto, y es que h < 0, con lo cual habria un cambio de monotonia
en r y se cumplirian ambas cosas, o que h > 0, y < 0, ubicAndonos entonces
en el caso en que —o0 = a < w < +00, ¥ }1_{2 r(t) = 0. La primera opcién se

descarta viendo el signo de la energia total

1 1 1 18—+2
N ENG) L L PO 1 S
o) 2 BV BT

Por teoria, la energia total en este tipo de movimiento también verifica

Lo L
h = ilr(t” |T’(t)|

1
h = §|$’(0)|2 -

y usando que h > 0

h=GHOR - s >0 %|¢(t)y2>W1t)| 2

como r(t) > 0= |r(t)| >0y 1/@ > 0, luego
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En particular, 7(t) # 0 para cualquier ¢ > 0. Como r es una funcién continua
(por ser solucién), entonces r es estrictamente mondtona, con lo que basta
obtener 7(ty) para algtin ¢y > 0 para determinar el crecimiento o decrecimiento
estricto de r. Como

jol=1 a(t)=i(t)

r(t) = 7 (t)(v,v) = (F(t)o,0) =" (&(t), v)

en particular, para ¢t = 0

. . 1 0 1 -6
7“(()):(a;(()),v):—3-E+O~E—3~E:E:—3\/§<O.

Concluimos finalmente que 7 < 0, luego, por lo explicado en el segundo caso
de la distincion que hemos hecho, la afirmaciéon es
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Ejercicio 2 (3 puntos). Desde un observatorio astronémico se esté controlando un
meteorito que se aproxima a Marte siguiendo la d6rbita

rtyPtar=k

en un sistema de referencia sobre el plano del movimiento con origen en el centro de
masas de Marte y unidades en miles de kilémetros. El meteorito se encuentra atin
muy lejos y no se puede precisar con exactitud el valor de k > 0. Se pide:

2)

Determinar el tipo de érbita que describe y la energia total del movimiento.

Para ello, basta determinar el vector de excentricidad, por comparacion di-
recta de la ecuacién de una cénica con foco en el origen |z| + (e, z) = k, con
la dada /22 +y? + x = k. Por un lado, |z| = /2% + y?, luego necesaria-
mente serd (e,x) = <= e = (1,0). Asi, ¢ = |e|] = 1, y estamos ante un
’ movimiento parabdlico. ‘

Para la energia total, podriamos calcularla como hemos hecho en el ejercicio
anterior, o usar la relacion

2hle|? = 122 —1)°="0 L2 h =0

y concluir que la energia total del movimiento es 0 (hemos usado que el
movimiento es parabdlico, luego |c| # 0).

Calcular la distancia minima del meteorito a Marte y su velocidad en el punto
de minima distancia en términos del valor de k.3

Usando la expresion en polares de |z| + (e,x) = k

k
"= 1+ ecos(d —w)

como e = e(cosw,senw) y € = 1, por igualaciéon directa tenemos que e =
(1,0) = (cosw,senw) <= cosw =1Asenw =0 <= w =0 (salvo multiplo
entero de 2m).

La ecuacion entonces de la parabola es

Lk
~ 1+ cos(f)

y la distancia minima del meteorito a Marte se obtiene cuando el denominador
es maximo, es decir, cos(d) = 1, y tal punto es
k k

Fmin = 7= = 5 I

1+1 2

3los resultados se pueden dejar en términos de p también.
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Por la definicion de energia total

1
h =Sk -

y por ser el movimiento parabdlico hemos visto que A = 0, luego, juntando
ambas cosas

Loy 1
0= 0= 20

y sustituyendo |z ()| por el periastro rym,, obtenemos dicha velocidad, suponien-
do que t, es el instante de tiempo en que el meteorito se encuentra a la minima

distancia
vk s
k \/_ k m

y como k > 0, dicho valor tiene sentido (usamos las unidades del SI, luego
[k] = [m])

c) Si se supone que el radio de Marte es aproximadamente de 3,5 unidades,
;tienen los marcianos que empezar a preparar las maletas?*

> [@(t)] =

Chocaréan en el caso de que r,;m < R, con R el radio de marte. Por lo tanto,
planteamos la inecuacion sustituyendo ambos valores.

103 m

k 10° m
1m<:>m70

<3,5-10% Jar -

o |

Asi pues

si k < 7-10° m, el meteorito chocara con el planeta. De lo contrario, no habré colisién.

4Nos preguntan si se va a chocar el meteorito con el planeta.
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Ejercicio 3 (3 puntos). Un satélite describe una érbita circular en sentido anti-
horario a altura 1 alrededor de un planeta de masa 1/G y radio 3.

La situacién es la que se muestra en la Figura 1, con R = 3 m, y masa M = 1/G

\

Figura 1: Esquema Ejercicio 3.

a) Determina el médulo de la velocidad a la que orbita en cada instante y el
tiempo que tarda el satélite en dar una vuelta completa a su érbita.

En primer lugar, el radio de o6rbita del satélite sera r = R+1=34+1=4 m.
Ahora, consideramos el campo gravitatorio newtoniano dado por la ecuacion

I

como M =1/G = = GM =1 m?/s* y la ecuacién resulta en

——z
|z ]?
Por teoria, sabemos que z,.(t) = r(cos(wt), sen(wt)) es solucion de esta ecuacion

si y solo si
ol = ¥ =5
Top3/2 T p3/2

Por la Fisica de Bachillerato también sabemos que la velocidad lineal es la
angular por el radio, es decir,

1 1 Jr

v=|wlr=—5r=—=-"—m/s

r3/2 NG r
10



Mecénica Celeste. Examen VII

Como r = 4 m, entonces el modulo de la velocidad en cada instante es

N/ |

V=TT s

El tiempo que tarda un satélite en dar una vuelta completa a su érbita no es
mas que el periodo, que sabemos que se relaciona con la velocidad angular por
medio de

2
p= ﬁs — 27‘(‘7"3/2 = 27‘(‘43/2 =278 = 167 s
w

Por lo tanto

El médulo de la velocidad a la que orbita en cada instante

el satélite es v = 0.5 m/s y su periodo es p = 167 s.

b) En el instante en que el satélite pasa por la vertical del polo norte del planeta
se aumenta su velocidad en un 20 % manteniendo la misma direccién. Deter-
mina como se modifica su érbita.

La situacion es la que se muestra en la Figura 2, denotando con subindice 0 y
1 a las magnitudes antes y después del impulso, respectivamente.

+20% v “ A
1<} \ v = 1,20
) _—
R R

Figura 2: Esquema Ejercicio 3 Apartado b)

Para obtener el médulo del momento angular, primero recordamos que

lc| = |z ()[|(t)] sen(x(t), &(t)).
Como estamos en un MCU, z(t) = r, y @(t) = v, y la velocidad es perpendic-

ular al movimiento, luego sen(z(t),(t)) = 1. Antes del impulso

—_

Vg = = m/s

[\]

11
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1 1 11 1 1
h0:§’ug—;: ————— [ ——
1

|co\:7“v0:4-§:2

Después del impulso, el médulo de la velocidad se incrementa en un 20 %, y
la direccién se mantiene, luego

Por la Primera Ley de Kepler, como |¢;| # 0, entonces el movimiento se da en
una conica, y como hy < 0, dicha cénica sera una elipse.

Podemos obtener las magnitudes y puntos notables que determinan la nueva
trayectoria. Primero obtenemos el semieje mayor, usando las siguientes rela-
ciones

el

B k
1l — g2

2h|c|* = p?(e®—1); k= = |cP=pk; a < k=a(l-¢%

Despejando h de la primera, y sustituyendo |c|* y k de la segunda y tercera,
respectivamente, obtenemos

L e e pE o) 1) g

22 2wk 20(1—¢?) 2a(1—<T 2

donde en (x) hemos usado que la trayectoria es eliptica, luego

f<l=¢e’<1l=e?-1<0=1-e’>0=1-¢2#0

El semieje mayor a; seré

7 P L 1 50
hi=——" &= 201 =" <= a1=—7—=———— = — 714
1T T, M= T Ton, T T2 (—7/100) 7 o

La excentricidad de la érbita eliptica puede obtenerse despejando en
2h|c|* = p*(e® — 1)
como sigue

2hlc|? = pP(e®* — 1) <= 2h|c)® = pPe® — i® <= 2h|c] + p* = p’e® =

2h 2 2 l2h 2 2
52:$<:?5: %

12
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Tomando las magnitudes post-impulso

€1

AN \/2(—7/100)(12/5)2 1o
B 02 B 12 25

Podemos obtener también el semieje menor, sustituyendo en la relacion

12V/14
by = ai\/1—e2 = (50/7)/1 — (11/25)2 = \7/_ ~ 6,4143 m

y el nuevo centro de la elipse

ek aa(l—¢2)  (11/25)(50/7)(1 — (11/25)%) 22

Cy| = = = = —~314m
Gl =1 £2 1—¢2 1—(11/25)2 77
Por ultimo, las distancias al periastro y apoastro se obtienen, respectivamente,
como
k a(l—¢e?) k a(l—¢e?)
Tmin = = Tmax = =
1+e¢ 1+e¢ 1—¢ 1—¢

luego podemos calcularlas

_a(l—e) _ (50/D( - (11/25)%)

min T e T T 14 (11/25)
_ 2 _ 2
Tma”xl _ a1<]‘ 61) — (50/7)(1 (11/25) ) _ E ~ 10,29 m
1— e 1— (11/25) 7

y el cambio de orbita se muestra en la Figura 3

Tmazx
A

AW D) [
e

Y
a

Figura 3: Cambio de Orbita del Ejercicio 3 Apartado b)

13
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Notese la rotacion de 90° en sentido horario que se ha hecho para tener la
representacion usual de la elipse, y que se puede hacer por la autonomia de
las soluciones del campo newtoniano, y, por tanto, por la invarianza frente a
isometrias.
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